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Y557 - ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO SPERIMENTALE
PIANO NAZIONALE INFORMATICA
Tema di: MATEMATICA

Problema 1

Si consideri la funzione:
_2x* +ax+3
o (xap
dovea e un parametro reale.
1. Postaa = 4 si studi laCain assi cartesiani ortogonalky).
2. Mediante una traslazione si assumano come mssvidi riferimento@XY) gli asintoti dellaCae
si scriva la nuova equazione Y = f (X) dea
3. Si calcoli quindi I'area della porzione di piabempresa tra la curva, I'asse X, la retta X =14 e
retta X = h, essendo h un numero reale maggiote 8i calcoli il limite si tale area pertico.
4. Si tracciCs, corrispondente aal= 5, rispetto al sistem#ky). Le curveCse Cshanno un punto

comune A, appartenente ad un asse; si trovinolazoni delle tangenti alle curve in A.
Problema 2

Data una semicirconferenza di diametro AB = 2 prenda sul prolungamento di AB, dalla parte di
B, un punto C tale che sia BC = AB.

Essendo P un punto della semicirconferenza:

n 2
1. Si esprima per mezzo di r e dellampiezza defjido x = APB il rapportoy =

AP[ PB
2. Si studi nell'intervallo [0, #] la funzioney = f(x) espressa per mezzo dixg
3. Si calcoli in gradi e primi (sessagesimali) dlare dix, nell’intervallo 0 <x < 12, per cui il
rapportoy assume valore minimo.
4. Si calcoli I'area della regione finita di piadelimitata dalla curva rappresentativa della funeio
y = f(x), dell’asse delle ascisse e dalle rette di equazieni/4 ex = /3.
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Questionario

log(x +3) - log(2x +1)
x> +X—6

1. Si calcoli il limite della funzioney = , quandax tende a 2.

2. Si calcoli il valore medio della funziong= ‘1— xz‘ nell'intervallo -2< x < 3.

3. Data la funzioney = W si stabilisca se sono verificate le condizionvalidita del teorema
di Rolle nellintervallo -1<x <1 e, in caso affermativo, si trovi il punto in @iiverifica la tesi del
teorema.

4. Si consideri la seguente preposizione: “Una pideang retta se la verticale calata dal vertice

cade entro il poligono di base”. Si dica se e wefalsa e si motivi esaurientemente la risposta.
5. La regione finita di piano delimitata dalla curda equazioney =+/sinx e dall’assex

nell'intervallo 0<x < 1té la base di un solido S le cui sezioni ottenute gi@ni perpendicolari

all’assex sono tutte quadrati. Si calcoli il volume di S.

6. Si verifichi che la curva di equazmnye:—ze simmetrica rispetto all’intersezione dei suoi
X_

asintoti.

7. Siinscriva in una sfera di raggio r il cilindrowiblume massimo.

8. E pil probabile ottenere almeno un 6 lancianddtouaolte un dado o ottenere almeno un 12
lanciando ventiquattro volte due dadi?

9. Si enunci il quinto postulato di Euclide e si dest qualche modello di planimetria non euclidea.

10. Si trovi per quali valori di k ammetta soluziorfeguazione trigopnometrica: semt cox = k.
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PROBLEMA 1
Si consideri la funzione:
_2x* +ax+3
(x+1)
dovea e un parametro reale.
Punto 1

Postoa = 4 si studi laCsin assi cartesiani ortogonali Oxy).

2
2X+—4X2+3. Studiamola.
(x+1)

Dominio:[x R/{—]} cioe D = (—oo,—l)D (—l+°°);

La curva in esame g =

2x% +4x+3 -2+

* Intersezioni asse ascissg:= =0« 2x*+4x+3=0= x= Z2£v2 per cui
(x+1)° 2

non esistono intersezioni con I'asse delle ascisse;

* Intersezioni asse ordinatx=0= y =3;

» Positivita: nel dominio la funzione & sempre positiva;

o L . . . 2X% +4x+
» Asintoti verticali:la rettax = —1 e asintoto verticale: infattlim —23 = +o0;
x- 1 (x+1)
o . C : - Z4+4x+
* Asintoti orizzontalila rettay = 2e asintoto orizzontale: infatfim % =2;
X — too X+
» Crescenza e decrescenza: la derivata prima e
o (ax+a)(x+1)? - (2x® + ax+32(x +1) _ (4% +8x+4-4x* -8x-6) _ 2
y= 4 - 3 - s Per
(x+1) (x+1) (x+1)
cui per x<-1la funzione e crescente e pgr— éldecrescente; non ci sono estremi
relativi;
* Flessi:la derivata secondag'= ( 61)4 e non si annulla mai, per cui non ci sono flessi.
X+

Il grafico é sotto presentato:
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0 -

_2x' +4x+3
[x+1}2

Punto 2
Mediante una traslazione si assumano come nuovi ask riferimento ( OXY) gli asintoti della
Cse si scriva la nuova equazione Y = f (X) dell@a.

La traslazione che permette di passare l'originegifdrimento nel punto(— l2), incontro degli

asintoti della curva, e:
X =x+1 Xx=X-1
Y=y-2 y=Y+2
2x% +4x+3 . _2(X -1 +4(X -1)+3 1

Sostituendo nella curvg = W siha:Y = N N

Punto 3
Si calcoli quindi I'area della porzione di piano conpresa tra la curva, I'asse X, laretta X =1 e
la retta X = h, essendo h un numero reale maggio 1. Si calcoli il limite si tale area per

h — 00,

h
L'area richiesta & pari &(h) = (izjdx = [—i} =1-1 per cuilim Alh) = Iim(l—lj =1.
X X), " h e el h

- C—

Punto 4

Si tracci Cs, corrispondente ada = 5, rispetto al sistema ©Qxy). Le curve Cs e Cs hanno un

punto comune A, appartenente ad un asse; si trovinke equazioni delle tangenti alle curve in

A.

2x* +5x+3
(x+1)

(2x+3)
(x+1)

La curva in esame g = . Innanzitutto notiamo che essa puo essere saritthe nel

seguente mody =

e cioé nella forma di una funzione omografica agrerdere alcuna
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informazione, in quanto il dominio resta inalterddo= (- c0,—1) [ (- 1+) . Tale funzione sara
o 3 R . .
positiva m(— oo,—Ej 0 (-1+w), presentera la reta=— cbme asintoto verticale, la retie= 2

come asintoto orizzontale e sara sempre decresdiegtafico e sotto presentato:

10

2x% 45x 43 s
(J':+1)2 g -
o L
ol
y= 2 “'\-______\_\—_——_
-I4 -Ia -Iz R i 1 z 2 4
=1
-z
-3

. . 2x* +ax+3
Come si nota dall’equazione del Iuogpzw, posto a'# a, tutte le curve del luogo
X+
hanno in comune il punto ad ascissx= @ui corrisponde y= 3 Infatti

2 +ax+ Zra'x+
2 rAXHS X HAXEI o sax+3= 2 +aX+3 o (a-a)x=0=x=0 essendo per

(x+2f  (x+2)
ipotesia'# a.
2
Calcoliamo la tangente iA = (0,3) allacurvaC, :y= %’ . Essa ha equaziong=mx+ 3
X+
1 2 H by
conm=y (O) =l - = -2 per cui la tangente g =-2x+ .3
(x+1) <0
2
Calcoliamo la tangente i\ = (03) alla curvaC,:y = 2x +5X2+3= (2x+3) _,, 1 . Essa
(x+1) (x+1) (x+1)
ha equazioney =mx+ 3ton m= y'(O). La derivata della funzione @/':—( 11)2 per cui
X+
m=y'(0)= -1 da cui la tangente § = -x+ .3
5
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o y_2x2+4x+3
s [ {J':+1)2
[ Dx+3
Gy
Er {x+1}
c[A=1(03)
%——

; : . ;
_2-
_4:_

PROBLEMA 2

Data una semicirconferenza di diametro AB = 2 r, sprenda sul prolungamento di AB, dalla

parte di B, un punto C tale che sia BC = AB. EssemndP un punto della semicirconferenza:

Punto 1

Si esprima per mezzo di r e dell'ampiezza dell'ando x = APB il rapporto y =

APLPB

Si consideri la figura sottostante, che rappresknt@estione geometrica:

P

|

|

I

|

|

A 1 x
H B ¢

Il triangolo APB, essendo inscritto in una semioiferenza € rettangolo, per
AP = 2r sin(x), PB = 2r cos(x) .

Ora  CP?=PH?+HC? con HC = HB + BC = PBcos() + 2r = 2r(1+ co§(x)) e

PH = PBsin(x) = 2r sin(x) cos() .

Il rapporto richiesto e
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cP? _ 4r’sin®(x)cos’ (x) +4r2(1+ cosz(x))2 _

y= APCPB 4r? sin(x) cos()
_ 4r2[sin* () cog (x) +1+ cos' (x) + 2¢08 ()] _ cos’ (x)(cos’ (x) +sin?(x)) + 1+ 2c08'(x) _
4r? sin(x) cos(X) sin(x) cos(x)
_ 1+3cos’(x)
sin(x) cos(x)
Ora ricordiamo chesin(x) cos() =L()2(), F(x) =;2, per cui il rapporto puo essere
1+tan“(x) 1+tan“(x)
Cosi scritto:
1+73
_1+3cos’(x) _ 1+tan’(x) _ tan’(x) +4 :tan(x)+i:tan(x)+4cottan(x)
sin(x) cos(x) tan(x) tan(x) tan(x)
1+tan®(x)

con la restrizione geometricel] [Ogj Si noti come il rapporto richiesto sia indipentdedal

raggio ma solo funzione dell’angolo.
Punto 2

Si studi nell'intervallo [0, 21 la funzioney = f(x) espressa per mezzo di tg.

2
Studiamo la funzioney = fan(x +4 nell'intervallo [0,2771:
tan(x)
tan(x) Z 0 X # ki -
» Dominio: e = Xzk—,kOZ e articolareggiando
x¢£+kn x¢7—7+kn 2 P 9
2 2
all'intervallo di studio[O,Zlﬂ il dominio saré:(o,gj O (7—27 nj O (n:%ﬂj O (37” ,271).
» Intersezioni con gli assnon ci sono intersezioni con gli assi;
20 2 2
* Eventuali simmetrie:f (-x) = tan’(=x) +4 - Ian (x) +4 -_lan (x) +4 =—-f(x) per cui

tan(-x) - tan(x) tan(x)
la funzione é dispari;

) tan(x) >0
» Positivita: y = fan'()+4 >0 = T - xD(O,I—Tj [ (3_71 ,277) ;
tan(x) X # kE’ k= 01234 2 2

* Asintoti verticali:
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__tan’(x)+4 _ 4
im ——— =
x-0"  tan(x) 0*

tan®(x)+4 _ 4
L C e g

x-r' tan(x) o

= 400

. ta’(X)+4 _ 4
+oo, lim ————=—
x- tan(x) 0

= —00

. tan* () +4 _ 4
lim —————=—= -0
4 tan(X) 0
2
+
jim B4 iy [rang) + 4cottan()] = —co,
LT tank)
2
2
+ .
m B4 i [tango + acottan@)] = +e
W tan(X) x-Z
2
2
. + i
im BT X4 i [tang) + dcottan(] = oo
L tan(x) x 3
S 2

2
, +
im tan“(x)+4 _

= lim [tan(x) + 4cottan(x)] = +oo
Ly tan(x) 3
2

X
2

Quindi le rette di equazione=0,x = 2, X= T, X = 3—n,x = 277 sono asintoti verticali;

Asintoti orizzontali ed obliquinon ce ne sono;

22 _ 2 —
 Crescenza e decrescenzay'(x) = cos:zL(x) - sin?(x) = Slgirf;(()x) :(;:sgfx())() _ lan (x) -4

sin®(x)
per cui nel dominio di definizione
, tan?(x) - 4
(=104

— > 0= tan’(x) -4 > 0= tan(x) > 20 tan(x) < -2
sin“(x)

[027]

arctan@) < x < > DE < x < (7r-arctan)) O (77 +arctang)) < x < 3777 D:%n < x < 2/7—arctang)
Quindi la funzione presenta i massimi nei pL(mti— arctanQ),—4), (277— arctanQ),—4) ed i

minimi nei punti(arctan@),4), (77 + arctan@),4) ;

le cui soluzioni
nell’intervallo

sono:

. . 2sin(x) = 8cos 2sin*(x) +8cos’ (x
La derivata seconda &' (x) = t +— %) = (x) (x)
cos’(x) sin*(x)
annulla mai, cioe la funzione non presenta flessi.
Il grafico é sotto presentato:

- per cui essa non si
sin®(x) cos’(x)
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tan” (x) + 4
V= —

tan{x)

0 -

ArcTan[Z] Jd m-ArcTan(Z) ] M+arcTan[2] i:;.-‘.-.ﬁr:'Ia.n:E: 2

-1g L

Punto 3
Si calcoli in gradi e primi (sessagesimali) il vale di x, nell'intervallo 0 < x < /2, per cui |l
rapporto y assume valore minimo.

tan’(x) + 4

an(x)

: . : T
Dalla figura soprastante emerge che il rappoyte nell'intervallo (O'Ej assume

valore minimo perx = arctan@) [ 634349 [ 63°26 .

Punto 4
Si calcoli l'area della regione finita di piano deimitata dalla curva rappresentativa della

funzioney = f(x), dell'asse delle ascisse e dalle rette di equazeon= 14 ex = 3.

L’area richiesta e rappresentata nella figura stdtte in grigio:
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5.5 |

4.5 |

3.5 |

Tale area é pari a:

A= T[tan(x) + 4cottan(x)Jdx = JS'{ Z')r;(g()) ,a :):(())(()) } iy =

= [- Injcosto] + 4infsinGo): = {ln(smx)}r -

[cos)
ROEGRES
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QUESTIONARIO

Quesito 1
log(x +3) - log(2x +1)

Si calcoli il limite della funzione y = >
X“+Xx-6

, quandox tende a 2.

Il limite si presenta nella forma indeterminaga per cui applicando De L’Hospital si ha:

De 1 2 1.2
i log(x +3) - log(2x +1) tostal \x+3 2x+1) {5 5)__1
-2 X*+X-6 X2 2x+1 5 25

Quesito 2
Si calcoli il valore medio della funzioney = ‘1— xz‘ nell’intervallo -2 s x < 3.
_ 1-x* -1<x<1 . . .
Ricordando che ‘1— xz‘ = il valor medio sara:
x*-1 x<-10x>1

-2 -1

:1 _}+1+§_2 + 1_}-{-1_1 + 9_3_}.{-1 __{ﬂ ﬂ 2_} 2_
5 3 3 3 3 3 3 3 3 15
Quesito 3

Data la funzione y=+/1-x?, si stabilisca se sono verificate le condizioni dialidita del

VM_%U(X -1)dx+j(1 x)dx+I(>< - } é{ } { 3} {X_;_Xﬂz

teorema di Rolle nellintervallo -1 <x <1 e, in caso affermativo, si trovi il punto in cuisi

verifica la tesi del teorema.

La funzione y=+/1-x* rappresenta una semicirconferenza di centro Iweig0,0). Essa &
continua in[— 11] e derivabile in]—],][; infatti in x==*1 presenta le tangenti verticali parallele

all'asse delle ordinate. Calcoliamo il punto cheldisfa il teorema di Rolle: va cercato tra i punti

che annullano la derivata prima. In particolare — ed essa si annulla ir = OD]—l][.

X
Vi-x°
Quindi il punto in cui si verifica la tesi del tewna di Rolle ex= 0

Quesito 4

Si consideri la seguente preposizione: “Una piramiel é retta se la verticale calata dal vertice
cade entro il poligono di base”. Si dica se € verafalsa e si motivi esaurientemente la risposta.
Una piramide é retta se il poligono di base e imgsle in una circonferenza il cui centro e piede

della perpendicolare condotta dal vertice dellampide al piano di base.

11
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Quesito 5

La regione finita di piano delimitata dalla curva di equazione y=+/sinx e dall’assex

nell’intervallo 0 < x < Tte la base di un solido S le cui sezioni ottenutercpiani perpendicolari
all’'assex sono tutte quadrati. Si calcoli il volume di S.

Il volume richiesto é:

V= ]T( sm(x ) dx jsm(x)dx [—cos(x)]0 =

Quesito 6

Si verifichi che la curva di equazioney -:—;é simmetrica rispetto all'intersezione dei suoi
asintoti.

La funzione y _x-1 e una funzione omografica di asintoto verticate= e#@ asintoto

orizzontale y = 1 Per cui lintersezione degli asintoti @:(2,1). Per verificare la simmetria

X =4-X
rispetto al puntaC = (2;L) si puo applicare la trasformazio{t\e{ —o-y per cui sostituendo nella
funzioney:X—_1 siha2-Y :ij =2+ 3-X :E_
X—2 4-X-2 X-2 X-=2
Quesito 7

Siinscriva in una sfera di raggio r il cilindro di volume massimo.
Si consideri la figura sottostante in cui abbiamdigato I'altezza del cilindro pari x con

0< x<r conr raggio della sfera.

Il raggio di base del cilindro, per il teorema diaBora, valeR=+/r* — x* per cui il volume del
cilindro & Vg (x)=7@2xfr? -x*)=2n{xr> -x*). Le derivate della funzione volume sono

rispettivamente:

12
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V. (x) = 27r? -3x?)

V. (x) = 12770k

Quindi la funzione volume, tenendo presente latdmone 0< x<r, & crescente nellintervallo

r Lo S r -
0,— | e decrescente i r|. Inoltre V.| — | = -1271 — | = -4m@V/3 < Oper cui il volume

3 3
massimo lo si ha pex=—— e valeV, ma{Lj —on 2 _(Lj _ 431 |
NE R WE V3 V3 9
Quesito 8

E pill probabile ottenere almeno un 6 lanciando quéto volte un dado o ottenere almeno un

12 lanciando ventiquattro volte due dadi?

La probabilita di ottenere 6 in un lancio ng, per cui la probabilita di non ottenere 6 é

(1-p)= Quindi la probabilita di ottenere almeno un 6 id lanci @

oo

4
P{almencun 6in 4lanci} = 1—(3 10.518.

Analogo discorso vale per il 12: la probabilitaotienere 12 in un lancio di due dad'pé=3—16, per

cui la probabilita di non ottenere G(I‘z— p) :g—:. Quindi la probabilita di ottenere almeno un @lin

24
lanci & P{almenaun 6in 4lanci} = 1—@—3 [0.491.

Quindi e piu probabile ottenere almeno un 6 larddaguattro volte un dado che almeno un 12
lanciando ventiquattro volte due dadi.

Quesito 9

Si enunci il quinto postulato di Euclide e si deséva qualche modello di planimetria non
euclidea.

L’enunciato del postulato é:

“Si postula che se una retta, incontrante altre, doena gli angoli interni da una stessa parte
minore di due retti, le due rette, prolungate rdihito, si incontrano dalla parte in cui sono iedu
angoli minori di due retti.”

L’enunciato equivalente é:

“Data una qualsiasi retta r ed un punto P non apigsrente ad essa, € possibile tracciare per P una
ed una sola retta parallela alla retta r data.”

13
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In un contesto non euclideo si possono avere dssilgbta:

» Geometria ellittica: la parallela dal vertice non esiste e la sommé degoli interni € maggiore
dell’angolo piatto, ed i lati non sono segmentianehi di circonferenza:

» Geometria iperbolica: la parallela dal vertice esiste e non & unicaa sdmma degli angoli
interni € minore dell’angolo piatto, ed i lati neano segmenti ma archi di iperboli perpendicolbri a
cerchio esterno:

Quesito 10

Si trovi per quali valori di k ammetta soluzione I'equazione trigonometrica: ser + cox=k.

Ricordando lidentitad goniometrica fondamentalim® x + cos’ x = , effettuata la trasformazione
X =cosx . . oo . . . . L
v = sinx il quesito si riconduce a trovare i valori delrgraetro k per i quali ha soluzioni il

=sinx
2 2 =1

sistema: 4y . Il sistema da risolvere e l'intersezione traitaanferenza di centro I'origine

+Y =

e raggio unitario ed un fascio improprio di rettergllele alla bisettrice del secondo e quarto
qguadrante. Innanzitutto troviamo i valori di k pewi il fascio & tangente alla circonferenza.

Sostituendo I'equazione del fascio nell’equazioe#ladcirconferenza si hax? +(k - X)? =1 da

cui  2X*-2kX+k?-1=0. Imponendo che il discriminante sia nullo si ha
k? - 2(k2 —1)= 0= k = ++/2.. Quindi abbiamo ottenuto la retta di equaziote Y =+/2 tangente
alla circonferenza nel primo quadrante e la rettaeguazione X +Y =—-4/2 tangente alla

circonferenza nel terzo quadrante come sotto rapptato. Si deduce che l'equazione
sinx+cosx =k ha due soluzioni se e solo s&/2<k<+/2:in particolare le due soluzioni sono

distinte se-+/2 <k <+/2 e coincidenti perk = +/2. Perk =+/2 le due soluzioni sono :g

. 5n
mentrek = -2 le due soluzioni sona = T'

N

X +Fi=1 X+¥Y=42

<

X+¥=-42
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