Trigonometria
Angoli

Disposizione degli angoli principali rispetto alla circonferenza trigonometrica

Aor

Relazione per passare dalla misura in gradi
alla misura in radianti

misura in gradi- T

180°
Relazione per passare dalla misura in radianti
alla misura in gradi

Misura in radianti =

v

misura in radianti -180°

Misura in gradi =
e

Definizione di seno e coseno di un angolo orientato nella circonferenza goniometrica

senzoﬁrcos2 a=1

I1 seno risulta positivo nel primo e
secondo quadrante, il coseno nel primo
e nel quarto.
Formule
sena cosal
tgo = cotgol = — secal = cosecol =
cosal sin o cosa senol
Sena, cosa tga cotga
sena
+4/1-sen’a _ S | +41-sen’a
+4/1—sen’a senoL
cosQ [
+41-cos’ o +41-cos? a _cosx
cosQL + \Il—coszoc
tga tga 1 1
i\/1+tg2a J_r\/1+tg20c g
cotgoa. 1 cot gou 1
+ \/1 + cotgzoc + \ﬁ+ cotgza eatEo.




Funzioni goniometriche per gli angoli principali

Angoli in Angoli in sena, COS 0. tga Cotg a
gradi (a) radianti( o )

0° 0 0 1 0 +oo
30° /6 1/2 NEYY) NEYE V3
45° /4 22 22 1 1

60° /3 NeY’: -1/2 NE) 313
90° /2 1 0 +o0 0

120° 2n/3 B -1/2 3 313
135° 3n/4 V22 -\2/2 1 1
150° 51/6 1/2 NCY 373 -3
180° n 0 -1 0 oo
210° Tn/6 -1/2 3R NEYE NEYE
225° 54 22 -\2/2 1 !

240° 4m/3 Y - 1/2 3 V3173
270° 3n/2 -1 0 +oo 0
300° 5m/3 -\3R 1/2 _ 3 =313
315° Tn/4 22 22 -1 -1
330° 11n/6 -1/2 NEY) 373 -3
360° 2n 0 1 0 o0

Funzioni goniometriche di angoli associati

Angoli complementari
7 V4
sen| ——a | =cosa cos| ——a | = sena
(2 ) ( 2 )

Angoli che differiscono di n/2

7 b3
z‘g(—z— - a) =cotga cotg(—z— - a) =lga

/4 V4 V4 T
Sen(—2~ + a) =CoSQ cos(—z— + aj = —sena tg(z + a) =—cotga cotg(—z— + a) =—Iga

Angoli Ia cui somma ¢ di 3n/2
3z 3z 3
sen 7——0{ =-cosa cos -2——-0: =—sena g —é-—a =cotga

Angoli che differiscono di 3n/2

5
coig —2——-a' =fga

37 in 3 3z
sen| —é—+a =—COoS cOS —2—+a = seno Ig —2—+a =—cotga cofgl —2———a =—iga

Angoli supplementari

sen(z — )= sena cos(m —a)=—cosa 15z - a)=—1ga cotg(r — a)=—cot ger




Angoli che differiscono di nt

sen(r + )= —sena cos(z +a)=—cosa e+ a)=1ga cotg(r + a)=cot gar

Angoli esplementari

sen(27 — o) = —sena cos(2z —a)=+cosa g2z —a)=—1ga cotg(2z —a)=—cotga
Angoli opposti

sen(—a)=—sena cos(—a)=+cosa te(-a)=—1ga cotg(—a)=—cotga

Funzioni goniometriche

FORMULE DI ADDIZIONE/SOTTRAZIONE
sen(a + ) =senacosP + cosasenP

cos(a £ B) = cosacosPBF cosacosP
tgoa + tgp

gla£h)= 1-tgoa-tgf

FORMULE DI DUPLICAZIONE
sen(2a) =2sena -cosa

cos(2ar) = cos’ a — sen’a =1—2sen’a =2cos® a -1

e
1g(2a) =52
l-1g°x

FORMULE DI BISEZIONE

o 1-cosa o 1+ cosa o l-cosa senc
sen—=+ |— o cos— ==+ tfg—= =

2 2 2 2 2 seno 1+cosa
FORMULE PARAMETRICHE
Posto ¢ = tg%— con o # 7w+ 2k, allora
seno = 2 cose = 1~ tga = sena = 2

1+£2 1+¢2 1-¢2

FORMULE DI PROSTAFERESI

senp+senq:2senp+qcosp“q senp—senq=2senp_qcosp+q
2 2 2 2
— + _—
cosp+cosq:ZCosp+qcosp 9 cosp-—cosq:—2sen‘p 9 sen? "4
2 2 2 2
FORMULA DI WERNR

senc - senfl = %[cos(a - ﬁ)— COS(a’ + ,5)]
cosa -cos ff = %[cos(a + )+ cos{a - B)]

sena-cosf = %[sen(af + ﬂ)+ sen(a - ,B)]




Trigonometria

Prerequisiti:
Nozione di angolo e di arco.

Obiettivi

convertire le misure degli angoli dai gradi ai radianti e viceversa;

sapere le relazioni fra gli elementi (lati, angoli) di un triangolo;

conoscere ’andamento grafico e le proprieta delle principali funzioni goniometriche;
utilizzare le principali formule trigonometriche per risolvere semplici problemi geometrici;
saper risolvere semplici equazioni e disequazioni goniometriche.

Goniometria
Data una circonferenza avente il centro nel vertice di un angolo, & possibile orientare I’angolo
ponendo come verso positivo di percorrenza quello antiorario.

Le principali unita di misura degli angoli piani sono:

- il grado sessagesimale (deg sulle calcolatrici)

- Pangolo radiante (rad sulle calcolatrici). I1 radiante & 1'angolo
al centro di una circonferenza, di raggio arbitrario, che
sottende un arco di lunghezza uguale al raggio stesso.

a La misura in radianti di un angolo, fa cui misura in gradi & £ si
7 B
180°

ottiene come: x =

La misura in radianti di un angolo ¢ uguale alla misura dell’arco (calcolata rispetto al raggio della
circonferenza cui angolo ed arco appartengono).

A Consideriamo un angolo orientato 3 di vertice V e lati ¢ ¢ b.
P Preso su b un punto P arbitrario, purché distinto dal vertice V.,
- proiettiamolo su a: sia H il piede della perpendicolare da P su a.
e Si ha che:

pd; HP VH HP

—— =3sIin —— =¢o0S =
v H a VP z VP A VH &b

(rispettivamente seno, coseno e tangente di B)

Introducendo un sistema di riferimento cartesiano si definisce circonferenza goniometrica una
circonferenza orientata alla quale ¢ associato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale, la cui
origine coincide con il centro della circonferenza stessa ¢ la cui unita di misura & assunta uguale al
raggio di quest'ultima. (circonferenza di equazione x° + y: =1).




Detto S1l’angolo al centro AOP ricordando che il raggio ¢
unitario, si ha che:

Dunque seno e coseno dell'angolo orientato S( o dell'arco
orientato AP) sono rispettivamente 1'ordinata ¢ I'ascissa di P:
sen £ = ordinata del punto P secondo estremo dell’arco B (il
primo estremo ¢ in A)

cos /= ascissa del punto P secondo estremo dell’arco B

tgf (o tanp) = rapporto, quando esiste, tra il seno e il coseno
dell'angolo f (cioe quando cosp # 0, dunque per B # 72 + kr |

keZ)

cos’ B+sen*ff=1
_ senf

cos

Vale che: tgf

Valori delle funzioni goniometriche di archi particolari

sena cosa tga
04
30° = /6 1/2 B V373
45° = ni/4 V2 212 |
60° = 7i/3 NEYp) 12 3
90° = /2 1 0 non esiste
180°=m 0 -1 0
270°=32xn -1 0 non esiste
0°=360°=2x |0 1 0

Funzioni goniometriche

Possiamo considerare le funzioni goniometriche come funzioni reali di variabile reale, scriverne le
equazioni nelle abituali denominazioni delle variabili y = sin x, y = cos x, v = tg x.... e

rappresentarne 1 grafici in un sistema di riferimento xOy monometrico.




y = sen X
definita per ogm x, il
codominio ¢ [-1,1], periodica di
periodo 27 |, interseca l’asse x
n rt+kr,conkelZ.

La curva rappresentata viene
chiamata sinusoide

Yy =¢os X
definita per ogni x, il
codominio ¢€ [-1,1], periodica di
periodo 2w , interseca 1’asse x

in %+k7r,conkeZ.

y=igx:
funzione di dominio D =

{xeR:xi%+k7z,keZ},

condominio R, periodo 7
interseca I’asse x in x = k7z, con
kel

La curva rappresentata viene
chiamata cosinusoide.

Principali formule di goniometria

FORMULE DI ADDIZIONE

sen(ot+f3) = sincicosP + cosasin3
cos(a + B) = cosacosP -sinasin

FORMULE DI DUPLICAZIONE

(s1 ottengono dalle precedenti ponendo o = 3)
sin 20 = 2 Sino. cosct
cos 200 = cos® o - sinf o= 1 - 2sin’ ot = 2

te(a+ ) :M cos’a - 1
1-1gatgp g 200 = 2tgat
l-1g 20
Equazioni goniometriche
e di primo grado, elementari
Sono elementari equazioni del tipo: senx=h cosx=h conhe [-1,1]

Ricordando la definizione delle funzioni sinx e cosx queste equazioni si risolvono intersecando la
circonferenza (di equazione x* + y* =1) con ’equazione y = A (per la prima equazione)
x = h (per la seconda), che rappresentano delle rette parallele agli assi cartesiani.

Esempi

sen X = %

)
\\

x =6+ 2kr,
X =5n/6 + 2km, con k €Z

cosx=-1/2

x= 2/3 ©w +2kn,
x= 4/3 1 4+2kn, con keZ .




e primo grado, lineari: asenx+bcosx =h

Si risolvono intersecando la circonferenza (di equazione x° + y° =1)
con I’equazione ay + bx =h(che rappresenta una retta)

Esempio
senx +cosx =1
Sipone y =senx, x=cosx e siinterseca la retta y

A . - . 2
cosi ottenuta con la circonferenza di equazione x° +

Si ottengono i punti (0,1) e (1,0) che corrispondono alle

soluzioni x =0, x = 7/2
considerando poi il periodo si ha:
x =0+ 2kn, X =7/2 +2kn, con keZ.

Disequazioni goniometriche

e di primo grado, elementari

=-x+1

]
yo=1

senx >a con —l<a<l
ar2kr<x<oa,+2kr, conkeZ

senx<a con —l<a<l
ha come soluzione la parte del grafico non
evidenziata, quindi
a, +2kr<x<2m—o, +2kr conkeZ

cosx>da con —1l<a<l
—a+2kr<x<a+2kr conkeZ

cosx<a con —l<a<l
ha come soluzione la parte del grafico non

evidenziata, quindi
a+2kr<x<2r—-a+2krx

con keZzZ

Nel caso in cui fosse g < —1va >1 la disequazione ¢ sempre soddisfatta oppure non ammette
soluzioni: le disequazioni senx >ae cosx >a con a <—1 sono verificate per Vx, con a > 1
non sono mai verificate. Identicamente le disequazioni Senx <a e cosx <a con ¢ <—1 non
sono mati verificate, con a > 1sono verificate per Vx.

e di secondo grado

Si risolvono come le disequazioni algebriche di secondo grado, scegliendo gli intervalli
interni o esterni alle soluzioni trovate, si ottengono cosi delle disequazioni goniometriche di
primo grado che si risolvono come precedentemente visto.




Trigonometria

Relazioni tra gli elementi di un triangolo rettangolo

per le definizioni viste precedentemente ¢&:

b = asenf c=uaseny
b=acosy c=acosf
b=ctgf c=bigy

Teorema della corda

La misura di una corda di una circonferenza & uguale al
prodotto tra la misura del diametro ed il seno di uno
qualunque degli angoli alla circonferenza che insistono
su uno dei due archi sottesi dalla corda: AB = 2r senp.

Si osserva che gli angoli ATB e AQB sono
supplementari (angoli opposti di un quadrilatero inscritto
in una circonferenza), quindi hanno lo stesso seno.

Relazioni tra gli elementi di un triangolo qualsiasi

Teorema dei seni:

Teorema del coseno:

In un triangolo qualunque & costante 1l

rapporto tra la misura di un lato ed il seno

b

c

dell'angolo opposto:

sena  senfl seny

In un triangolo qualsiasi, il quadrato della
misura di ogni lato & uguale alla somma dei
quadrati delle misure degli altri due, diminuita
del doppio prodotto delle misure di questi per
1l coseno dell'angolo tra essi compreso:
a’=b* +c* —2bccosa
4

-
4

{a'\




Grafici delle principali funzioni trigonometriche dirette
e inverse
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=arcsinx Y=arcos x
. . . a4
¥
y &4
3
32
\2 :
2
1 \+
- — 3 4 -3 -2 -1 1
4 -1
-2 . -2
-3 - -2
-4 - -4
Y=arctgx
3
2
1 +
4 -3 -2 -1 1 2
-1
-2

-4




Risoluzione di triangoli

Triangoli rettangoli
C

A B

AB=CB .cosa CA=CB .tga
AC=CB .sina CB= CA.cotgo

Triangoli qualsiasi

B

1 caso) Sono noti un lato e i due angoli adiacenti

ESEMPIO NOTO c,a e
v=180°-(a+p)
_c-sena b:c~senﬁ

seny seny

2 caso) Sono noti due lati e 'angolo fra essi compreso




ESEMPIO NOTO b,c, e o

azx/bz +¢? = 2bc-cosa

B= arcsin(b . sena)

a
y=180°-(a+ [)

3 caso) Sono noti i tre lati
ESEMPIO NOTO a, b,c.

bt +c? -a?
a=arccos| ———

2bc

2,2 42
IB = arcco{g____l—__c;____lz_}
2ac

1 =180°— (& + )

$ caso) Sono noti due lati e I’angolo opposto ad uno di essi
ESEMPIO NOTO a,b e o

5= arcsin(b : sena'J
a
p puo assumere due valori uno compreso tra 0° ¢ 90° I' altro compreso tra 90° e180°

si devono quindi calcolare due valoridi ¥
y=180°—(a+p;)
y=180°~(ar+ ;)
Ovviamente si scarta la possibilit a di avere angoli negativi.. Si possono quindi ottenere anche due soluzioni
imponendo che c sia
o Arseny
sene




